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%4. Inledlding, grondbegrippen

Voor een belangrijk deel worden in de getallentheorie eigenschap-
pen van gehele getallen bestudeerd., Alvorens tot deze studle over te
gaan, 1s het nuttig om van de het meest gebruikte elgenschappen een
overzicht te geven,

Zijn a2 en b gehele getallen, dan ic dat ook het geval met a+b,

a-b en ab., Het quotiént % (met b#0) is echter niet noodzakelil jkerwijze
geheel, Is dit wel het peval, dan zegt men dat b deelbaar i3 op a;

men schrijft dan bia, In het vervolg worden onder getallen verstaan
gehelm metallen, tenzi) het tegendeel wordt vermeld.

Bil willekeurige a en positieve b is het steeds mopgelljik een

getal g en een getal ¢ te bepalen, zodgnig dat a=aqb+r; Osr«b ("delen

fde

'}
met rest’), Is ook a positief, dan is het setal g het grootste gehele
[
1
L

[ER

P
] , o

getal det ¢ % ls; men schrijft wel g=
Fer natuurlijik getal heet Oﬂﬂeelraav of priem, als het® precies
twee positieve delers bezit (nl, 1oen zichaelf). Niet-ondeelbare
) natuurlijke getallen heten sanengestel

Hoofdsbtelling, Elk natuurliik getal is op één en slechts één wijze in

U

N

ndeelbare factoren te onthinden (de yoirori& der Tactoren speelt hier
§ s

vl]) geen rol), Wil schrijven wel n=p 1.,‘m Y, waarbiil elk tweetal dev
[s) %} ¥ IS a 3 [

petallen DasereisDy VErs schillend ondersteld is en Caseesaly natuurliijke
tal n noemt

—

1

nier

getallen voorstellen, De "ontblinding van het we

men wel de canonieke onthinding,

De hoofdstelling wordt bewezen met gebrulkmaking van de volgende
belangrljke
Hulpstellingz, Als het LP¢GMSGT L p deelbaar 1s op een product ab, dan

is het deelbaar op ten minste &én der factoren a en b,
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Ult de canonieke ontbinding van ftwee natuurlijke getallen m en
n zljn gemakkelijk hun semebnsshappelijke delers en dus ook hun groot-
ste gemeenschappelijke deler,zan te geven met (m,n), te bepalen. Ana-
© begvip kleinste gemene veelvoud.

e

. . . ab
Voor twee getallen a en b is dat gelijk aan .
3 5 tat geiid (a,o7)

loge overwegingen voeren tot h
Een belangrijk onderdeel van de getallentheorie is de leer der

congruenties, Met a=b (mod m) bedoelt men m\aab. Men zegt, dat a en

b tot dezelfde restklasse mod m behoren. Uit a=b (mod m) en

c=d (mod m) volgen de formules at+b=sc+d (mod m) en ac =bd (mod m),

dus voor natuurlijke m ook a=b" (mod m).

Uit a =b (mod m) volgt voor een gemeenschappelijke deler d van a en b

niet noodzakeli jk %4a§.(mod m); men kan slechts concluderen tot
a m )

Qﬁngg-(mod 1G]

Men gaat gemakkelijk na, dat, als m>0 en (a,m)=1, de congruentie
ax=b (mod m) precies een gehele oplossing x met Og x <m bezit, In het
bijzonder is dit dan het geval met ax =1 (mod m); de oplossing hiervan
wordt wel geschreven in de gedaante 2=l

In het algemeen rekent men biJ een congruentie f(x)=0 (mod m)
{veelal stelt daarbi] f{x) een veelterm in x voor met gehele co&fii-

ciénten) twee oplossingen %, en x5 als dezelfde als ze tot dezelfde

1
restklasse mod m behoren., Zo beschouwd kan zo'n congruentie nilet meer
dan m oplossingen bezitten,
Is x, een wortel van de congruentie £{(x)=0 (mod m), waarbij f(x
1 & J

een veelterm is met gehele coéffilciénten, dan geldt

» fx)= (x-x,)g(x) (mod m),
waarbij ook g(x) een veelterm is met gehele co&fficiénten. In het ge-
val dat m een priemgetal 1is vindt men alle coplossingen van de oor-

spronkelijke congruentie door op te lossen x-%,=0 (mod m) en g(x)=0
(mod m), Bij samengestelde m is de zaak geconpliceerder,

§ 2. Over zekere bijna- of pseudo-priemgetallen,

Wij gaan ult van de eigenschap
(1) 2P~ 1= (mod p),
geldig voor alle a, die niet deelbaar zijn door het priemgetal p.
Hoewel de elgenschap bekend 1s, geven wi] er hier een kort bewijs van,
Het stel van p-1 getallen 1,2,...,p~-1 gaat na vermenigvuldiging met a
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over Iin weer een stel van p-1 getallen, die twee aan twee Incongruent
zijn met p (immers ah=ak (mod p) impliceert hz=k (mod n)), en dus

in een permutatie van zichzell, Bijgevolg vindt men na nroduct-nemer

(p=-1)! = ap"q(p—ﬂ)i (mod p),

waarult (1) volgt.

Wij vragen ong fthans of of uit

2= (rod m)

volgt dat m priem is. Gemakkelijk blijkt uwit een tegenvoorbeeld, dat
. . LGC

dit niet het geval iz, b.v. 37V = 1 (mod 91), reden om de zaak gan een

nader onderzoek te ond erverpen,

m-1 -1, zullen we een

Ieder samengesteld m dat voldoet aan ﬂ{
hijna-priemgetal (met betrekking tot a) noemen.

Stelling. Bij elke 2 > bestaat er een bijna-priemgetal m (met
betrekking tot a).

Oﬂmerking. De bewering dat bi) elke samengestelde m een a »1 bestaat

__/1
met mla '-1 is voor cven m kennelljk onjuist (zoals b.v. blijkt door

m=6 te nemen) en voor oneven m triviaal.

O P . o a 3 ~
17, Bij a=2 neme men m=341=11.31. Inderdaad heeft men
A1a10 1340
3aq iMoo ie?"Y g, o2
~0 . - a -
27, Is a een oneven priemgetal, dan neme men M= —p— .
& s
Kennelijk 1s m sgamengesteld, Verder heeflt men a -1
r )
20 -7
a - 2a-4 . —
L*ﬁﬁ__l = A +...+a “ 4 2 . L H =2 -1=0 (mod 2), dus
o 2a 2
2 2n-2 a“™ -n” 2a m-1
2(a“-1)1a“" 7721, dus 2a !i~—§+——~ m-1, dus mja " -1{a’" -1,
a -
O wa-ﬂ
A7, Z1j a samengesteld, Nu neme mer, m= Cq 7 en ook nu is m samen-
: afa a“-a ° loa . i_m=1
gesteld., Men heeft dan m-1= =T a ) 5 = -1, dus mja“-1ia’ -1,
A~ -

Opmerking., In elk der drie gevallen voldoet het gevonden getol m aan
(m,a-1)=1.

Bewijs: Voor a=2 en m=341 is dit evident,

In het tweede geval heelt men voor een wlllekeurige priemdeler p van
a-1 de relatie a =1 (mod p), dus

_dgq -2 ...+ag+1231+...+1+1=322 (mod D)

derhalve p,km en (m,a-1)="1.
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In het derde geval heeft men voor een willekeurige priemdeler p van
a-1 eveneens a=1 (mod p), dus

a-"1 .
m = a +oLotar =4, L e =a =1 (mod p),

en dus ook nu p%’m en (m,a-1)=1,

Van het in de opmerking gevondene zullen we verderop nog

o
i

hrulk maken,

Stelling., Bij elke 2 >1 ziin er oncindig veel bijna-prliemgetallen

m (met betrekking tot a).

Bewijs: WiJ weten reeds, dat er zeker ¢én zo'n getal m bestaat

«n dat dat bovendien nog voldoet aan (m,a-1)=1. Wiy laten nu zien

—

dat hi] dleder bijna-priemgetal m met (m,a-1)=1 een nileuw bijina
n J L 2 J v
priemgetal M te vinden is met cveneens (M,a—ﬂ):ﬁ. Daarmee zal dan
het bewljs geleverd =zijn,
a™_ 4

a -
samengesteld is, dit ook het pgeval L
M= m v ) ) ,

'l a™oaz(a-1) (M=1). Wetens (m,n-1)=1 geldt dan m|M-1, Biy
N[" /t 1}

Cm ten slotte aan te tonen dat de bijvoorwsarde (M,a-1)=1

Wi] nemen thans M= en merken allereerst op, dat, als m

met M., Verder heeft men

93}

i

: A 1
Levo 1 »\"\ Mia - /] a

vervuld 1z, beschouwe men een willekeurlige priemdeler p van a-1,
welke dus niet deelbaar is op m.
oaarvoor vindt men dan

-
M=a™ e e =4 L HH=nFES (mod p)

Opmerking, Heelt m julst o verschillende priemfactoren, dan beozlt
Moer ften minste s+1, (nze hierboven gegeven aflleldling leert ons
dus tevens, dat er bijna-priemgetallen zijn met willekeurip vecl
priemffactoren.,

Wii geven thans een tweede bewlijs ven het bhestaan van oneindilg
veel bijna-priemgetallen., . .

Hiertoe beschouwe men de getallen uhz(aa SOHE -1) voor
n=1,¢,... . Allereerst merken wij op dnt voor h%k seldt (uh,uk =1.
h=k en p een wi]loktwp§'; sriemfactor van u Qegena

o 1 -1, dus ukza“ L 4)+...+

"t omen dan w l Uy,
S 1 E L =2 B0 (mod p),

Thans beschouwen wilj twee getallen u, en u, met h<kga

Dan heeft men
h Ax—ﬂ]

-1 e oa
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en uiteraard aju, -1 en 3 fu -1,
i h
Pus LK R
. 9! .
U,§h -7 -1 en 2
k| |

en uiteraapd
128

et ) h

Bijmevolg geldl wemens

-7 §
3

een biina-priemgetal,

geven wij een derde bewl)s

onelindig veel biins-priemgetallen zljn m

ven pmetal =,

Stelling. Zi) p een oneven nriempetal, dat
Jasn is m o= Sp—— cen bijna-priemgetal,
[
a A
pes -1

dat m=-1 even

zeval

(L

oneven, heelt

men
]

Pr-2 . .- / 3
m=a = L FaTE T =L L LT =D = (mod

Dy

- o IR E ; <0 . U
Dus 2 (m-1, Verder pia® '-1{a”" 7-1, dus p
gevoly 2pim-1 en men vindt
% -
; Lom=
mia ™" =-11n -1,
mt om tern slotte niet oriem 1s volgt ult m

van de

betrekking tot een

niet

18,

is m kennelijk

stelling, dat «

)
el o il
deelbaar 15 op a

dus

oneven, m eve
o
want ol 2=, Bij
A

-1 a H.&_-‘
-1 a+1



sroniden,

het voorafgaande werden szmengestelde getallen m
.‘n/l

cegeven a voldeden aan mla =1, Thans stellen wi, or. de

er samengestelde getallen m bestaan, die deze relatle ver-
cor alle a, Het antwoord 13 kennelljk ontkennend., lmmers i
m--1

m 3
s

zonden zou dan gelden mim -1, wat echter ni het geval 1a,

Wi, zullen onze vraag dus iets anders moeten lormulercn en dan een
bevestigend antwoord op onze vraag verkrljgen,

derling

Alv
zeven wi
zoek zul
Hulpstel

Deiinitie

m= 1

e, Fen getal m dat voldoet aan mla -1 voor alle a, die on-

ondeelbasr zijn met m, heet een getal van Carmichael.

J

-

orens een nader onderzoek te doen naar dergelijgke getaller
] eerst een aantal eigenschappen, die bij het verdere ondev-
lerr worden gebrulkt,

: . e T S ; .
ling. Als een gmetal m voldeoet aan mia -1 en mla -1, dan vol-

doet het

Bewl s
edan
(mo
Gevolg.

pocsitiev
tieve exp
Verder

Tmmers s

<1

dus op g

der heef

Definiti

ven inge
tieve wWo

Wi
Wig, om

wege lat

stelling.

wortel;

Opmerking

wortels

1
o ) . X 1
reldt: Voor iedere h, die voldoet aan a =1(mod
& 2

nok aan mia(r»s)_q_

Wiy weten dat de G.G.D. (r,s) van r en s te schrijgven ig 1n
nte (r,s)=ur+vs met gehele u en v, Dan volgt ult

5 \ ourtvs .
d m) en a”=1{mod m) ook a =1(mod m)., Q.e.d.

Bii elk paar getallen m en a met (a,m)=1 ig er een kleinsi
e exponent 2 met a®=1(mod m). Deze wordt gencemd de prini-

~1

ponent of kortweg dé exponent van a mod m,

tel h=qg+r metv 0 g v <g, dan vindt men

v ag,.r h )
At=aPat=a =1(mod m),

rond van de minimaliteit van g vindt men r=0, In het bijzor-
't men dus gl @ (m).

¢, Len getal a heet vprimitieve wortel mod m als het hierbo-
voerde getal g geligk is aan ¢ (m). Zo is b.v. 3 een primi-
rbel voor m=7 en ook voor m=14% en m=49,

maken thang gebruik van een belangrijke stelling, waarvan
ong onderzoelk niet verder te onderbreken, het bewij s achter-
en,

Elk oneven priemgetal p bezit ten minste één primitieve
ook elk getal van het type pr.

2, Uit deze stelling volgt direct, dat er yﬁ(p—ﬂ) primitieve

zijn. Is nl. T een primitieve wortel, dan is dit ook het ge-

-}
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g—'
~J

o2

li

1 i
Thanz keren wij terus tot het onderzoek naar getallen vaon

val met £°, waarbi; (e,p-1):

[
M

Carmichacl, Stel m ever, m=2 v, waarbl,; n oneven 1s, Z1j D een on-

even priemdeler van ., Kies nu voor a een primitieve wortel mod p.

Dan heeft men a 1(mod m), dus ﬂm"qzsﬂ(mod ), dus %{p)\m—ﬂ.

1 N H - c " L, ey 4
Wegens E¥W?(D) C@lf ?lm—ﬂ ern r=0. Dus m is oneven, tenzij dat m

. ; . ; . ; . AT i
seen dergeligke priemdeler t. In dat geval is m=2 ., Voor

—

1
a=3 eist men dan enerzijds a = 1{mod m), anderzijds blijkt aé
T . ; r-g

exponent van a mod £ voor vz 3 gelljk te zign aan 2 .ous

2 £1m~| in strijd met e 23, Cok m=ld blijkt uitgesloten te zign,

))
want 37 % 1(mod 4). - -
. . 1 s -
Dus m is onever, Zi. m=p, ...p. de canonieke ontbinding van m.
=l

i

r, Y
laat 2, een primitieve wortel zil n mod P4 b en verder (a,m/p,1 1):1=Q;a
s m--1 . : Y- r :
ult » = 1(mod m) volgt a T2 (mod P 1), dus ?(pqq)Qmwﬂ, dus
1_". -
P 1 (pq—ﬂ)‘m~1, egens 1}n heel't men r1~1=0 en evenzo sz.‘,zpk:4
©

nog ult het bovenstaande, dat pq‘ﬂkm—ﬂg dus,
als men m=m, D, (i=1,...,8) stelt, D4~ llmq( q -1 ) +m m,=1 en bljrevoly
,»11m1~ﬂ. Algemeen evenzo pi—ﬂzmj-ﬂ (i=1,...,8).

Verder vinden w

Wij bewljzen nu s 2 3. Inderdaad, als 35=2 was, had men M=,
b

Pa=110A= ) i

!#/1 13(2 T Do ]H)/\

Dus s 2 3.

en -1, in strijd met pq%pq.

Ma=0p,
2 s

Omgekeerd leidt pi—ﬂiml—ﬂ tot pi~1]m~1, dus p
zn derhalve mLam‘q—W,

Wiy willen het bovenstaande verder uiltwerken veoor het geval
s=3 en inderdsad dasrbi; Carmichaelgetallen vinden,

I13 probkeren dus m=par en mogen, zonder de algemeennerd te

sehaden, onderstellern, dat v >g>r is. Er zign dan gehele ¥,y en ¢

ar-1=x(p-1) ; pr-1=y(q-1) , py-1=z(r-1) ; x <y <z

Oplossing van de eevsie twee relaties leert

pote Lyxe) (=) o (xee)(eed)
Xy -1 Xy-pr"

Veprder heeft men wepens »>o, dus pxg+l,

v = 9r-1 < gr-1 _ N
: p=1 = "g+1T — 7 g+T ?

 gehieel). Hierult volgt, dat

ig
G2 ( g<r L £ (ore1)(r1),




zodat big gegeven r slechts eindig veel mozelijkhedcn voor g bestoan
en wegens p-1{qr-1 ook slechts eindig vele voor p. Wiy vinden dusz,
dat er bij gegeven r slechts eindig veel getallen pqr van Carmichacl
bestaan met p>g>r.

Op geheel analoge wijze ziet men in, dat er slechts eindig veel
zetallen van Carmichacl PaPo. . Py bestaan met Py>Dp > .- > P, Watr-
voor r=p3p4.,.pﬂ gegeven 19,

Wij passern het bovenstaande eens toe voor r=3, en hepalen dus
Carmichaelgetallen van het type m=3ng met p>q> 3. Allereerst heeflt
men te zorgen voor 3—1‘pq—ﬂ, hetgeen uiteraard automatisch vervuld
is. Verder leert het bovenstaande ons, dat g-12 (2r-1)(r-1), dus

-1 210, dus g £11. Wij hebben dus slechts te onderzoeken g=5, q=7
en g=11. Nu geldt verder p >g en p—ﬂiqr-ﬂ, dus 1in het eerste geval
p-1114, hetgeen tot niets voert. De tweede mogelijkheid leert
p—ﬂiEO, dus slechts p=11. Maar het getal 6 (nl.q-1) is niet deel-
baar op pr-1 (nl.32). Rest het geval g=11, dus p~1‘32. Jlechts it
dit vervulbaar voor p=17 en inderdaad blijkt nu ook te gelden, dat
G —ﬂ\pr—ﬂ. Het enige Carmichaelgetal van de gedaante 3pg (p en o
polem) is dus 3.11.17=561).

Opmerking. Voor (a,501)=1 is het getal 561 dan tevens een pseudo-
priemgetal tern opzichte van a.
Curiogiteitshalve geven wiy hier een tabel van enige getal

1
van Carmichael van het type par (p>g »r) met r=3 tot en met 23

P e
o

priem). Het rekenwcrk kan door enkele verdere overweglngen nog

wat worden bekort.

1017 = 561 13.37,61

3 = 2924
5.13.17 = 1105 13.37.97 = 4o57
5.17.29 = 2465 13.37.241 =115921
5.29.73 =10585 13.61.397 =214821
7.13.19 = 1729 13.97.421 =53 861
7.13.31 = 2821 17 .41.233 = 152407
7.19.67 = 8911 17.353.1201=7207201
7.23.41 = 6601 19,473,409 =334153
T.31.73 =15841 19.,199.271=1024651

7.73.103=52633 £3.199,353= 1515681
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é 4, De ring van Gauss

In deze paragraaf worden complexe getallen z=x+iy (x en ¥
regdel) beschouwd, waarvoor de bekende regels van optellen, aftrek-
ker, vermenigvuldigen en delen (mits niet door 0) bestaan en de
antwoorden weer complexe getallen zign. ,

In navolging van Gauss stellen we de complexe getallen meet-
kundig voor door punten; met het getal z=x+ly correspondeert het
punt met rechthoekige codrdinaten (x,y). Het meetkundige verband
tussen de punten, voorgesteld deoor de drie complexe getallen 2420
en z,+z, (cen "vectoroptelling'") onderstellen wij bekend; ook dat
tussen de getallen 21,22 en 2422.

Naast het getal z=x+1y beschouwt men wel het toegevoegd com-
plexe getal z=x-1y; de X-as (of re&le as) is middenloodlijn van het
lijnstuk met uiteinden z en z (mits y#0). Een getal z is dan en
slechts dan regel als z=2z er dan en slechts dan zuilver imaginair

Z
(d.W.z. gelegen op de Y-as, hier gencemd imaginaire as) als Z=-7,

P

Verder heeflt men zz=x +y2; deze uitdrukking stelt voor het gqua-
draat varn de lengte §z| van het lijnstuk dat O en z verbindt. Dus
Iz{gzzf. Men karr een complex getal ook vastleggen door de modulus
lz| en het argument arg z =4 20X, Men heelt ZiwW=z+W; ZW=2W; IE’ =lz|;
arg z= - arg 7,

Uit de verzameling van alle complexe getallen lichten wig nu
uit de gehele compnlexe getallen, dat zign de getallen z=x+iy, waar-
bij x en ¥ gehele reéle getallen zijn. Deze verzameling heet de ring
van Gauss. Het is duideligk, dat som, verschil en product van twee
gehele complexe getallen weer zo'n getal is. Bijg de deling behoel't
dit uiteraard niet zo te zijn. Men bedoelt met w}z (w is een deler
van z) bij gehele w en z, dat z=sw, waarblj s een geheel complex
getal is. Vb, 2+1|3-1 ; 3+21|13 ; 3i|9.

Alle gehecle complexe getallen d, die voldoen aan dfz noemt men
delers varn 7, Gevolg: Als d ecn deler is varn z zign ook -d, id en
~-id delers van z., De getallen 1,-1, 1 en -1 zijn delers van elk gehee?
cogmplex getal.

Definitie, Len eenheid 1s ecn deler van 1.

Wij bepalen thans alle eenheden. Nu geldt voor een eenheid e={+ig
de relatie es=1 (met gehele s), dus € S=1 en ¢€ 85 = 1, dus
(f2+g2) 88 = 1, dus f2+g2 is een re€le deler van 1. Bljgevolg is
f2+g2z1, d.w.z. f2=1 en g=0 of g2=1 en f=0. Hieruit blijkt dat de
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enige eevheden zljn de vier getallen 1,-1, 1 en -1,

Bij de verzameling der gehele refle getallen zijgn de enige
eenheden dc¢ getallen 1 en -1, bij dic der natuurlijke getallen is
de enige eenheid het getal 1.

Twee complexe getallen heten geassocieerd als hun quotiént een
eenheld is., De geassocicecerden van w zign w,-w, wi en -wi. Als
zlw en wiz, dan zijn w en z geassocicerd (bewijs dit). De eenheden
zijn die getallen, diec geassocieerd zijn met 1 (bewijs dit).

Elk geheel complex getal z bezit als triviale delers de ge-
tallen z,-z, zi, -zi, 1,-1, i en -i. Een getal z dat geen andere
(maar precies deze acht) delers bezit heet bij definitie priem (of
ondeelbaar). Een niet ondecelbaar getal heet samengesteld. Zo zign
de getallen 2, 4 en 5 samengesteld, maar 3 is priem; ook 1 is niet
priem (evenals bi, de reéle getallen).

Nu eenmaal het begrip priemgetal is ingevoerd, komt direcct de
vraag naar voren, of elk geheel complex getal te schrijven 1s als
een product vau priemfactoren en verder of deze schrijfwijze (afge—
zlen van de volgorde der factoren en van vervanging van Tactoren
door hun geasgocieerdern) ondubbelzinnig is.

Ons onderzoek wordt verecenvoudig door inveoering van het begrip

norm, Onder de norm N_ van het getal z=x+ly verstaat men het getal
~ Z

. 2 = .2 , . s
szﬁzfczzz=x +y“. Men heeft voor alle z de betrekking N, 20 en =0
komt slcecchts voor bij z=0. Verder geldt

N . n R s o s rv_ 2

N, = (zw)@w) = zw ZW= 22 ww = NN

Biljgevolg leldt s}w tot NS Nw’ Wil men dus alle delers van een
ven geheel complex getal w opsporen, dan bhepale men eerst alle

positieve echte delers d van Nw en daarna alle s=p+ql met Ns=d, dus
P+ =d, Beide problemen bezitten maar eindig veel coplossingen,

De zo verkregen oplossingen s moet men nog rechtstreeks controleren

T g »
op S|w. Vb, w=341. Nw=3“+4L=WO. Men probere s met N =2 en N_=b.
~ . o D ) N . Sy e B
N, =2 leidt tot p“+q"=2, dus s= +1+i, en N, =5 levert pTHqT=5, dus

s=+2+1 of 8=+1+21. De enige wezenlijk te onderzoelken s (waarbi]
ra het onderzoek van een g niet ook nog het nodeloze onderzoek met
de geassocieerde geschiedt) zijn 1+1, 2+1, 2-i, waarna men vindt
3+41 = (2-1)(1+1). De gevonden factoren zijn niet nog verder te ont-
binden, Hiertoe helpt ons de stelling: Is de norm van een getal een

priemgetal, dan 1s het priem, Immers uit s|w volgt N_|N en als N
o s Tw W
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priem 17, vindt men Nsaﬂ, dus ¢ is een eenheld, of wel NS=NW, dus
NW/S=4 en w/s 15 een ecnheid, dus w en s zign geassocleerd.

Het omgekeerde der stelling geldt niet; immers het getal 3 is
een ondeelbaar geheel complex getal (ga dit na!l), maar N3=9 is niet
priem,

Om ons onderzoek naar de ondubbelzinnige onthbindbaarheid nu
te voltoolen, hebben wij enige tussenresultaten'nodig.

Hulpstelling 1. Bij ledere w en z zijn er gehele q en r met

w=qz+r en N <N, ("deler met rest'),

Bewljos: Beschouw het niet noodzakelijk gehele getal g-=h+ki
(h en k zijyn niet noodzakelijk geheel). Zij m het meest nabijzignde
gehele regle getal bij h; n dat bij k., Dan is |m-h)®%; [n-k|%5.
Stel m+ni=qg; h-m+i(k-n)=t. g = q + t, dus w=qz+tz, Omdat gz geheel
is, 1s ook r=tz geheel ¢n verder geldt

{ g

. 2 2
N, = NN = {(h—m) + (k-n) }IJ S + ) N<N_, q.e.d,

T
Nu eenmaal het "delen met rest' mogelijk blijkt, is de algorith-

me van Buclides ter bepaling van de "G.G.D." van twee getallen w eun

z te imiteren,

Stel nl, W= Q.2 + r met N < N
1 1 . Z
== & <
Z Aoyt Tp met Nr Nr
2 1
— el SRV Z’
T4 q312+ PB me T Nr“ NPA, en
3 2
Pe ri) getallen NZ,NP ’Nr s... 18 dalend, Omdat elke norm =z O is,
2
moet er een index n ziljn, van waaraf geldt Nr =0, dus rnxO.
n

Ons schema elindigt dan met de regels

rn—B = qnaﬂrn—2+Ln—1

Choo = Aplfhog o

Het is duldelijk dat ledere gemecenschappelijke deler van w en
Zz ook deler is van T, dus ook eeii gemeenschappelijke deler is van
Z en £y dus evenzo van T, en r,, enz. Elke gemeenschappelijke de-
ler van w en z is dus gemeenschappelljke deler varn L B LU S
dus deler van ST Omgekeerd ziet men, het schema van beneden naar
boven vervolgende, dat iedere deler van Choq €D gemeenschappeli jke

deler ig van w en z.



Definitie, Die gemeenschaopeligke deler van W €45 2, wWaarop
alle g@meenschappelijke‘delerm var, w eri z deelbaar zijn, heet groot-
ste gemeenschappelijkes deler van w en z,

We schrijven voor de grootste gemeenschappelijke deler vacr w
en z wel (w,z). Het bovenstaande leert ons dan, dat rn_q:(w,z) en
geelt ors tegelijkerti d een methode om (w,z) te bepalen.

Tenslotte merker wij nog op, dat ult het bovenstaande volgt,
dat er gehele u en v zim met (w,z)=uwt+vz., Inderdaad, men heeft
quﬂ.w—gq.z; dus Po=l=gaT 13 ook een dergelijke combinatie van w
N Z5 evenzo ry eiz. Dus ook ry g =(w,z),

Lemma (He hulpstszlling): Als p een ondeelbaar geheel complex getal
is en plab, pla, dan geldt plb.

Bewijs: Zi) & de GGD van a en p. Omdat pf’a is, is d=1, dus

wegens het bovenstaande bestaan er u en v met 1=up+va. Dus
ab volgt dan plb.
Hoofdstulling. Elk geheel complex getal is op één en slechts

b=upb+vab., Uit p

“én wijze te ontbinden in dergcelijke ondeelbare getallen (met de be-
kende restricties ten aanzien der volgorde der factoren en vervan-
ging var factorer door hun geassocieerden),

Bewljs: Z1) m=p.D .p

. =0
/‘E‘Q 3 Q/l _\.2
qJ ondecelbaar zijn, Dan geldt qt[m, dus Ot moet op een der factorsny

<o Qs waarblj alle factoren Dy en

PysPosee.sDy deelbaar zijn (op grond van het lemma ). Zonder de al-
gemeenheld te schadein mogen wi) onderstellen, dat q, ]L@: dus a, en

p. zijn geassoclzerd. Beschouw nu m/qt en harndel cvenzo met e
; -

enz, Men vindt dan s=t en verder zlet men, dat de factoren Py en ay

i
twee aar twee geassocicerd zijn, L.e.d,
Opgave, Ontbind in nriemfacteorer de getallen 8+31 en 50,

Wil passen het gevondene toe op het vinden van quadraatsplit-

singen der natuurlljke getaller, dat is om te onderzoeken of wr bi]
-5 9]

gegeven n gehele x en vy bestaan met n=x“+y“. Zonder de algemeenheid

te schaden mag men ondurstellen x 20 12 (0, Men mag verder onderstel-
>

len, dat (x,y):ﬂ, want (x,y)=d voert tot de splitsing (%)2+(%)2 van
het getal —5 . Wi) bchoeven dus slcchts gquadraatvrije getallen op
hun splits gaavhu:ﬂ te onderzocken,

Is n=x2+y2 en m=u2+v2, dan heeft men voor z=x+iy en w=u+iv de
relaties n=2%, m=wW, dus mn=2%.ww=(zw)(zZW). Stel zw=s+it, dan geldt

2. .2
mn=s“+t“~ en mn blijkt splitsbasr als m en n het zell zijn.



Alvorens het onderzoclk voort te zetten bekljken wij sens ecn
regel priemgetal p. Voor r=2=12+12 heeft men precics <¢én splitsing.

Is p oneven en gplitebaar, dan leldt p:x2+y2 tot (X,y):ﬂ, dus
(v>p)=1 (ga na) en, als men ry=1 (mod p) stelt,

rgxgzi—rgyaéf—ﬂ (mod p).

Het getal -1 is dus guadraatrest mod p, waarna de theorile der qua-
draatresten ons leert, dat p ecen viervoud + 1 is, Dit levert aller-
cerst de conclusie dat icder redel ondecelbaar viervoud +3 ook in
de ring van Gauss ondeelbaar is (ga dit preccies nal). Een rcéel on-
deelbaar viervoud +1 is ateeds splitsbaar (en dus samengesteld).

mmers z1) p=1 (mod 4) en refel on ondeelbaar. Dan 1s cr een X

§
Xg e

= -1 (mod p), dus p| x"+1=(x+1)(x-1). Stel, dat p in de ring
van Gauss ondecelbaar was, dan moest dc priemfactor p op tenminste

met

cen der factoren x+1 en x%-1 deelbazr zijn. Stel p§X+i. Dan geldt
5ix—i, dus wegens p=p ook plx-1i, derhalve pl2l, in strijd met

D= (mod LY en p pricm. Bijgevolg moct icder retel ondeelbaar
viervoud +1 in de ring van Gauss samengesteld zijn, Zij nu w cen
complexs deler van p, dan 1s W ook cen complexe deler van p (nl.
van D), dus wegens (w,W)=1 (ga dat na) wwlp. Zelfs volgt nu uit de
retle primaliteit van o, dat p:wﬁeu2+v2, dus p is splitsbaar. Wij

vinden dus (onder gebrullmaking van de eligenschappen van de ring

ven Gauss), dat ilcder ondeelbaar viervoud +71 te schrijven is in do

2. .2
gedaante U +v,

) 2 .2 2 L2 L2 a2

Voorbeelden: 5=1742 53=2"47 109=3"+10

n n2 52 fa 2, 2 N2 0l

J=e +j 0’}:_) 10 1’1)27 +03

' 2 2 oy 42 2 mr N2 2

7=+l 73=3%18 137=4%411°

I 2 S L ae 2 2

20=P"+5 10=5%+8 1U9=T7"+10

i’ ) o0 B )

37=1° 467 97=4" 9" 157=6"111°

7y ) 2 2 7

b=t =45 101=1“+10 1732274132

Opmerking, Dat de ondeelbare viervouden +3 geen quadraatsom
el =~y o]
[

zijn, is ook direct duidelijk, Stel p=3 (mod 4) en p=u2+v . Kenne-
lijk is ecn dergetallen u en v even, het anderc oneven (ga dat na!l),
Dus p=u2+v2 is een viervoud +1 (ga dat ook na) in strijd met de on-
derstelling over p.

Als ecen rcEel getal meer dan één quadraatsplitsing bezit, is

s » 2

. . . - e a8 o 2 — —
het samengesteld. Immers zi1) m=u"+v =x"+y “=wWw=2Z met wfz, w#z.
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S|

Omdat m op slechts éérn wijZe te ontbindern is kunnen w, W, Z €D
niet allen priem zijn. Stecl zonder de algemeenheid te schaden, w
samengesteld cn zij © cen echte deler van w, Dan is T ecn echte
deler van W en dus is het re&le getal tT een echte deler van m=ww.

2o volgt uit 10001=100"+1°=65°+76%, dat het getal 10001 samerge-
steld 1s. Inderdaad is 10001=73.137.

Opgave. Ga na of er een rechtstreeks procédé is, dat ult de
gegeven splitsingen van 10001 de factoren 73 cen 137 kan opleveren.
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2
jo]
i

Wij kunnen niet nalaten om de gevonden resultaten lets
ult te breidon.,

Laat n cven vast gegeven quadraatvri) natuurlijk getal
zijn. Een geheel getal m noemen wijmsplitsbaar als het te

€

schirijven is in de gedaante m=u2+nv° met gehele u en v,
Besciouw thans een priemgetal p met (S2)=-1. Dan is p
niet splitsbaar. Immers een relatie p=u2+nv leidt tot

ugz.—nvz( )2

mod p), dus (uv,)“= -n (mod p),

/1

waarbi ] v1 het reciproke mod p is van v (vfl bestaat omdat
(p,v)=1) in stri d met (_%)=—1.

Ziy thans p een oneven priemgetal met (—%)zﬂ. De situatie
is nu nilet noodzakelijkerwijze analoog aan die bij de ring van
Gauss, waar in dit geval wel tot splitsbaarheid van p mocht
worden besloten., Wig kunnen hier voorlopig slechts het volgen-
de vaststellen.,

Stelling. Als de ring der getallen x+y\/j% (x,y geheel) een
ontbindingsrirng is (d.w.z. een ondubbelzinnige ontbinding toe-

—h)

laat), dan 1s cen priemgetal p met ( 5 =1 splitsbaar,

-n
— Pz
dus p | (x+Von)(x-V-n). Was p priem in de beschouwde ring,

: . . . . 2
Bewljs., Omdat { =)=1 is, is er een gehele % met x“= -n (mod p),

dan was p declbaar op ten minste een der uitdrukkingen x+—VtB,
-V -n., Zonder de algemeenhecld te schaden mogen wij onderstel-
len, dat men had pi X+\{:n, dus E’X—\/—h. Wegens p=p had men
dan p%ﬁ\/—n in strijd met de onderstellingen. Dus p 1ls deel-
baar in de beschouwde ring, Z21ij w=u+v V -n een priemdelcer van p,
dan 1s W het ook, dus wegens (w,w)=1 (was (w,w)#1, dan was p
peen gewoon priemgetal) geldt lep en wegens de "gewone"

. . - 2 2
deelbaarheld van p vindt men p=wwu=u"4+nv_,

on-

Voorbeeld. De ring der getallen arp Voo (a,b geheel) 1s cen
ornthindingsring.

Opgave. Ga dit na door aan te tonen, dat hier(op dezelfde wijze
als in de ring van Gauss) in de ring een Euclidische alpgorithme
bestant., )

Gevolg: Alle p met (“é):ﬂ, d.w.z; alle p met p=1 of 3 (mod 8)
zijn splitshaar in de gedaante u8+2v2. Is een prilemgetal p=5
of 7 (mod 8), dan 1s het niet splitsbaar op die wijze. Een na-

tuurlijk getal met verschillende splitsingen 1s samengesteld.
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Bevat een natuurlijk getal tenminste een priemfactor p, die mod 8
congruent 1s met 5 of 7, in ee¢n oneven macht, dan is het niet
splitshaar.

Dit laatite 1s het gevolg van de eigenschap

Als p=5 of 7 (mod 8) en p]u2+2v2, dan is plu en plv, dus p2!u2+2v2.

Opgave, Bewljs deze eigenschap.

Wij beschouwen thans de getallen x+y\/t§ (x,y geheel). Deze
vormen geen ontbindingsring. Immers 4=(1+\[j3)(1-\/t§)=22, en elk
der factoren 14—Vt3, 1—\fj§ en 2 1s ondeelbaar in deze ring,

Toch 1s hiler nog wel de stelling van kracut, dat het getal p
a2ls het ccn oncven priemgetal is met (’%J:ﬂ, splitsbaar is (in de
gedaante ud+3v2), Daaprvoor zijn verschillende bewljzen mogeligk,
waarvan wi) er een noemen,

De getallen van de gedaante x+y € (x,y geheel; &:—§+§1VC;}
vormen een ontbindingsring (ring van Eilsenstein). Het bewijs gaat
weer op de gebruikelijke wijze via de algorithme van Euclides,

Wijd merken hierbij op dat voor z=x+y & alg norm te nemen valt

. — — ; — ; . YA 2
N o=2Z=(w+y ¢ ) (x4y T )=(x-5y+5yi V3) (x-by-by1 V¥ 3)=x"-xy+y°.
Zij nu p ecen priemgetal met ('%)zﬂ. Er is dus een x met
/.) s

7= -3 (mod p), dus p%x2+jzzi met z2=x-1-28 : Z=x-1-2¢%, Was p priem
in de ring van Eisenstein, dan was p deelbasr op tenminste een der
petallen z en Z.

Zonder de algemeenheld te schaden mogen wij aannemen piz. Dus
vlz, dus plz, dus plz~§=@8 , hetgeen tot een contradictiec voert,
Derhalve 1is p sameungesteld in de ring van Eisensteln, d.w.z, er is
cen W=Uutd £ v omet wgp, dus Wlp en, evenals vroeger, WAW, p:wW:uZuuv+v2.
Tenslotte vindt men dan p:(u~%v)2+3(%v)2 als v even 1s en

2, .

p=(v-%u) +)(%u)2 als u even is en p:(%u+§v)2+3(%u—§v)2 als noch u
noch v evern 1s. Tenslotte heeft men nog de eigenschap

Als een natuurlijk getal m twee verschillende splitsingen x2+3y2 en
u2+3v2 bezit, is het samengesteld.(Ga dit na).

Als laatste voorbeceld beschouwen wij getallen, die splitsbaar
zijn in de gedaante x2+5y2. De priemgetallen p, waarvcoor geldt
(“5):1, zijn congruent met 1,3,7 of 9 mod 20. Thans blijkt echter,
dat niet leder dergeligk getal splitsbaar is, b.v. 3,7,23 en 47
zijn niet splitshbaar, trouwens geen enkel getal dat congruent 1s
met 3 of 7 mod 20, is splitsbaar (ga dat na). Wel blijkt, dat ileder
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nrlo getal, dat congruent 1 of 9 ig mod 20, splitsbaar is.

Een elementair bewijs hiervan kan op de volgende wijze ge-
schileden, g;g p=1of 9 (mod 20). Dan is ( %}:1, dus er bestaat
een x met x~= -5 (mod p). Van dit getal x mogen wilj onderstellen
dat het positief, even en kleiner dan p is. Dus x2+5 g(p-ﬂ)2+5<p2
mits p >3 (wat kennelijk het geval is). Dus X2+5 pn met n<p. Laat
de ontbigding van o lulden n=p,D,...pg. Wegens x© = -5 (mod pi)
geldt (“%7J=1, dus p;=1,3,7 of 9 (mod 20) (geldig voor i=1,...,s).

Wig lpeven het bewijs nu door inductie en onderstellen dat
elk getal m met m<p en m =1 of 9 (mod 20), dat slechts priemfac-
toren = 1,3,7 of 9 (mod 20) bezit, splitsbaar is,

Allereerst dient een beginpunt voor de velledige inductie te
worden gevonden. Kennelijk vindt men dit uit

9 = 2945.1%; 21=0745.1°, 29=3°45.2°
(echter niet al deze relaties zijn nodig 2ls springplank voor de
inductie) .

Wij weten nu dat pn=x2+5 splitsbaar is. Beschouw eerst een

priem etal p1 1 of 9 (mod zol. Bi 1ndgutle %s dat ook splits-

-

bazr ( “i5v°Y) . Dan is PO XOHD = (x= +“)£u +5v°)
0 P10 ytesy© o P5°
_ (xut5v) 5 (xv-u) _ (xu-5v)2 +5 (xv+u)
pie ,plz
Nu 1s
[ ) s ;
(xut+fv) (xu-5v) = »x“u"-25v = x2u2+5u2550 (mod pi),

dus Py is deelbaar op tenminste ecen der factoren xu+hHv en xu-5Hv,

Nat leidt er toe dat ook 22 splitsbaar is, Dit zetten wi] voort
en vinden dan tenslotte, dat = FE§~5-= pQ splitsbaar 1s, waar-
rij @ slechts priemfactoren van hot tipe =23 of 7 (mod 20) bevat

en uit g=1 of 9 (mod 20) en p=1 of 9 (mod 20) volgt, dat Q=1
of 9 (mod 20 is). Omdat Q< n <p is en Q slechts priemfactoren be-
zit, die =3 of 7 zijn mod 20, 1s le inductie het getal Q splits-

baar, Ook g is het. Het getal zQ=nQ~ is dan ook splitsbaar
;2 2 . . . . c . . c
(=2“+507). Z1J nu g een priemdeler van Q. Dan is bij inductie qz

9]
splitsbaar, qo=c-+54°

D
* 2 o2y .2 2 - 2 2
pQ~  (a+5b7)(c“+5d7) _ (ac+bbd) +5(ad-be)” _ (ac-5bd)“+5(ad+nc
2 4 - q - 4
q a d a

) 2




ens
(=

en omdat ac+5Hkd en ac-5pd geen factor q gemeen hebben, moet . een

Weg

no

e ~ ~
EERRECIE E.‘k£+5bLo‘§C>(mod q°)

@]

+5bd ) (ac-5hd)=a

2

f‘\

der factoren ac+bbd en ac-5bd deelbaar zijn door q<, dus E@ﬁ is
splitskaar. Zo doorgaande met alle verdere priemdelers vand 8]

vindt men tenslotte, dat p splitsbasr is,

Tenslotte merken wij op, dat een getal m, dat twee verschil-
lende splitsingen bc21t samengesteld is.
Zij nl. M“u)+nV<“K +vy met (ua—xg)(ve—y2)¥0. Onderstel, dat m
priem was, dan was

s ~ ) o~
o a

m‘:(ux+5vy)2+5(uy—vx)£=(ux—va)‘+5(uy+vx) .

S [
erder geldt (ux+5vy)(ux-5vy)=uixL*25v“y =ux +5V2X25'? (mod m).

Dus m is de¢lhanr op tenminste een der factoren ux+dvy en ux-5vy.
Zonder de algemeenheld te schaden mogen wij aannemen dat m deel-

baar is op ux+5vy (anders vervange men v door -v), Dan heeft men

p 2 2 2 UX+5vy Uy -VX
= A" + 5B” met A = 2E20Y ;g oo ZTE

waarklj A err ook B geheel zijn. Dus A= +1, B=0, d.w.z.

ux + 5vy = + m, uy = vx.
]

Dan geldt +my = uxy + 5vy2 = vx2+5vy‘:vm, dus v= +y, in strijd
met de onderstelling. Het getal m is dus samengesteld,

Ben analoge redenering voor splitsingen van het type x2+7y2

y >0) leert ons, dat elk priemgetal, dat = 1,9 of 25

(mon 2€) 1is, splitshaar is en verder dat elk samengesteld Eetal,
dat =1,9 of 25 (mod 28) is en dat alleen maar priemdelers bezit,
die 21,9,11,15,23 of 25 (mod 28) (d.w.z.=1,9 of 11 (mod 14))
zijn, eveneens splitsbaar is. Het blijkt, dat men hier zelfs iets
verder kan pgzan: elk priemgetal =1,9 of 11 (mod 14) is nl,
splitsbaar.

Je priemgetallen = 1,9 of 25 (mod 14) zijn op slechts €én
wijze splitebanr,
Tot glot maken wilj nog enige opmerkingen over enkele typen

e

braische getallen en de daarbi) behorende ringen.



De bescnouwde soorten zetallen zign bijzonderegevallen van

. ; & +bVh ~
het z2lgemene type z= iiF~L met gehele a,p,c (¢ »0) en n en qua-

draatvrije v, Dergelijke setallen die kenneli ]l asn een vierkants-
1

vergelljking met gehele cogfficieénten voldoen, nl, aan

noemt men geheel algebraisch als die vierkantsvergelijking van het
type z +Az+B=0C 15 met gehele A en B, Voor ons betekent dit, dat

Zac; ¢ ]a“-bﬁh. De eerste relatie leert cja of c=2#’a. Als cia
heef't men c‘}bzn en, omdat n quadraatveil] is, c[b, dus z=x+y\fg

met gehele x en oy 8 echter ¢c=2 ¢n a oneven, dan 1s 4{ag—b2n, dus
b7n oneven, Wogens a°= (mod &), be= A (mod 4) moet dan ook gelden

n=1 (mod 4), dus z= ﬁigzi met 4in-1, 2{a-b. Men kan dan ook

- s
sehrijven z=u+v(L4:Yn) met gehele u en v. Peide typen schrijven

wij in de vorm X+y\f%, waarblj x en v noodzakeld jk geheel zijn 2ls

nz2 of 3 (med 4) is en in het geval, dat n=1 (mod 4) is, 2x en
2y en -y geheel moeten zign.
) ~

Necemt men 21ls norm van z=x+y\[5 de ultdrukking Nz=lxl—y¢n s
dan 1s die onder nlle omstandigheden geheel en niet negatief;
N, =0 impliceert z=0 (ga dat nal).

Wiy sommen nu cen paar gevallen op.
Het pevhl n=-1 levert de ring van Gauss, waarin de heofdstelling
over de ontbinding in priemfactoren geldt. Ock vij n=-2 is de bij-
behorende ring Buclidisch (zie hovcn).
Voor n=-3 heeft men de ring van Eisenstein, waarin eveneens de
hoof'dstelling seldt. .
Voor n=-5 is dat niet het geval (b.v. 2.3=(ﬂ+\/—5\(1~ -5)). Het

b

iz bhewezen dat de enige ontbindingsringen van het bheschouwde type

met negaticve n die ringen zijn, waarbij -n geligk 1s asn 1,2,7,

11,179,453 ,07 en 1073 en ten hoogste verder nog één. De enige wasrbl)

cen Euclidigche algorithme geldt, zijn die met -n= 1,2,32,7 en 11,
Voor positieve n ligt de situatic geheel anders. Het 1s al-

leen 2l van bpela

=
o

z om ¢ens naar eenheden te zoeken, ‘

Wij nemen als voorbeeld het geval n=2 en hrepalen alle eenhe-
den van het type x+y‘f§? dus alle x e¢n ¥y met xg—?y2=iﬂ. En passant
houdt dit in dat wij een zeer gpecinal type vergeliljkingen oplos-
sen, genoemd vergelljking van Pell (ten onrechte) of Fermat (vrelj
ongebrulkell jk).
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; e . " - T .
Het is duldeligk dat met x+y\/: ook x—y'wﬁ, ~-x+y V 2 en —x—y»ﬁé

ccnheden zlgn, zodat wij one zullen beperken tot de gevallen dat

%70, y>0 (de gevallen x=0 rcsp. y=0 zijn gemakkeligk direct uit

te zocken),

Kennelil jk 1s f=1+ Y2 een eenheld, Cok zijn =lle getallen &
ol natuurlijke n eenheden. Het zijn trouwens de enige positieve
: . . , n
eenheden #1, Immers, stel utv V2 is cen eenheid. Wegens 1lim &= O@

. , ( 1 - -
is er een notuurlijke n met &' <urvy 2 < E‘FW, dus 1<

pe
waarbi) x+y\f5:(u+v\/5)&,—n ook e¢en cenheild 1s. Ult 1<x
in de onderstelling X}y\fg de relatic x—yxfégfxg—iygzﬂ, dus
2x <1+ £ <3, dus x=1, dus y é«;\[é, dus y=0 ftegen de onderstelling.
Is echter x <y ¥ 2, dan geldt 2% < € <2, dus x=C, eveneens tegen de
onderstelling., Behalve de getallen e is er dus geen positieve
ecnheld #1, Alle eenheden blijken dan van de gedaante + e (n wil-
lekeuris peheel te zijn).

Soorteelijke overwegingen gelden bij andere dergelijke ringen.
Rij n=3 b.v. zign 2lle cenheden van de gedaante i(2+vf§)“, bij ri=H
van de gedannte +x + VF 17

Men neeflt nag dat bij positieve n de¢ enlge ringen, waar-—

pilj een Buclidische algorithme zeldt, die zign met n=2,3,5,6,7,11,
13,17,19,21,29,33,37,4%1,57 en 73. Hoewel bij n=23 geen Euclidische
alzorithme geldt, blijkt de ring der getallen x+y V23 (x en y ge-
heel) wel cen ontbindingsring te zijn.

Oppave, Onthind in factoren in de retreffende ringen:

— J—

or sty a1+ 13Vey a1 e a2 A2 Ay

Bepanl nlle gehele oplossingen (x,y) van de vergelijking X



¢ 5. Splitsing in vier quadraten,

Wij bewijzen in deze paragraal de stelling, dat elk natuur-
1ijk getal de som is van vier quadraten van gehele getallen,

Hiertoe hebben wij enige hulpresultaten nodig,
Hulpstelling 1,

2.2, 2 2y, 2 2 2 2.2, 2 2
X < - — R Lo r
(%, "2y SRR ) (7,475 +y3 7+ ) =z, 4z, +23742
met Z, = 3 3 KV .
1= Fa¥q F Xp¥p ¥ EsT4 F XYy
Bp = Xq¥g = Xp¥q T oEg¥y - Hyds
7 — - -

= X,V .
13 3
Zy = X - Vo = X, ¥4
4 1yL'r + ng X3»1 }(L«,,_‘Y/‘
Het bewijs wordt geleverd door uitcijferen (of met behulp van de
theorie der quaternionen),
Gevolg, Is eenmaal aangetoond, dat leder priemgetal de s

4 quadraten, dan geldt de bewering ook voor elk sameng

Wij behoeven de stelling dus nog slechts aan te tonen voor priem-

o p 2. D
getallen, Voor p=2 is ze evident (2=1"+17+07+07), zodat ze nog

slechts voor oneven priemgetallen p behoeflt te worden nagegaan,

Hulpstelling 2. Bij elke oneven ondeelbare p bestaan een x en y
2, .2

met x“+y“+1=0(mod p).
- p+1 T .
Bewi js: Beschouw de Eﬁ~ getallen UqsUpsee. OIC voldoen aan
[l <
2 . 0~
Ogu<pen u_=-n (mod p). (n=0,"1,..., L§~).

Deze zijn zllen twee aan twee verschillend,

Beschouw ook de E%i getallen ViasVosesos dic voldeen zan
. [
< ~ — 2 el { an N p”/]
Ogvepen v_z14m (mod p) (m=C,1,..., —ETJ.

Ook deze zljn twee azn twece verschillend,

omdat er in totaal p+1 getzllen u en v zljn, welke slechts een der
p waarden 0,1,...,p-1 Kunnen aannemen, moeten er ten minste twee
zijn, die gelijk zijn, Dit impliceert, dat er m eén n zijn met

2" D )
u =v_, dus met 14m“+n“= 0(mod p). Q.e.d,

. 2,2 1 2 2
Opmerking: Men heeft ook nog 1+m“+n“ ¢ 1+ (p-1)" < 0",
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Thans bewijzen wlj in navolging van Euler de hoofdstelling voor
oneven priemgetallen p,

Bij zo'n p bestaan op grond van de tweede hulpstelling gehele m en
n met 1+m2+n2skp. Op grond van de opmerking geldt ook nog k <p. Het
getal kp is dus te schrijven als som van vier quadraten, Er bestaat
dan een kleinste positief veelvoud ap van p dat ook de som 1s van
vier guadraten,

.
ap qu L5 2 2 2

{l

Voor het getal a2 geldt verder O<a<ck <p,
FKieg nu Vs

‘!l

xi(mod a) met |y.l 2 % (1 = 1,2,3,4%),
‘ [ s In} ~ ~ ¢
Dan geldt y12~y22+y35+yu25 X, +x25+x3“+x42550(m05 a),

dus "
2 2 2 2
Va ot Vot Vg Yy o= ap,
1.2
Kennelijk geldt abzgl, ga” = a

Wij onderscheiden nu 3 gevallen,

=
o3
<
0]
o)
ES
o
tiA
o

O

177 Db=a, Dan - -geldt Y=Y p=¥,=yy= =, Gus a ig even en van de vier
p

=

grootheden x,,%x~,%X, €n X, hebben twee stel dezelfde paritelt, d.w.zZ.
1272273 !

(na eventueel de nummering dezer grootheden te hebben gewljzigd)

%, =x,(mod 2), X, = %) (mod 2).
Maar danlgeldt 4%y o X% 5 x3+x4 7 X, =%y 2
zap = ( 75 )+ 5 + 7S ) 2 )

in strijd met de minimalitelt van a,

27: Db<a, Overgaande op de in hulpstelling 1 genoemde grootheden
z, vindt men nu

2 2 2 2 2
apb = Z

Hierbij is

) -~ y ~y
o st “ - 3
T, = 7 O : yE R, +X A TRy E noc a
4 ﬁqu+k2JE+ij3+X4y4 K, +x3 FX) 0(mo )

en evenzo zm::zj.wzu(,od a), dus

no

ey [ [}

o
pb =u, +u25 uy +uha met au =z (1=1,2,3,4%),

wederom in strijd met de minimaliteit van a.



3°: p=0, dus yq=yq=y,=y&= dus a]xi
. 2 2 _

Dan is a“[xq IR +x4 “onp, dus 2} p
Hiermede 1is de stelling bewezen,

Wilj geven nog een toepassing van

Daarblj maken we gebrulk ven weer een

5(a240%4c%1a%)% = (240) 4(a-b) F(e

+ (a+c)f+(a~c)4 (b

+ (a+—d)4+(a-—d)4 (o

wanrvar het bewljs eveneens door nacil

15,

213 nu m een willekeurig natuurl

Stel m=bn+r (0 gr ¢

5). Het nﬁtuurlijke wotxl r is de som van

(i=1,2,3,4).
. Wcgens a<p 1s dan a=1.
het gevondene,
andere identiteit van Euler
ki LU
+3) T+{c-d)

+d) Y e(0-a)"
4-c)u-l—(b»c)

Jferen gemakkellijk te leveren
]

.
E: 1
13K

getal.

ten

hoogste 5 vierde machten (1 4+1 *1%+ +1 ) Het getal n isdan vol-
gens het bovenstaande de som van ten hoogste vier guadraten
.1m+xq +Yj AH' Eveneens voelgens het bovenstaande %s X, te schrij-
ven als som van ten hoogste b quadraten, dus op 6xq‘ =

= 6(aq2+b12+c12+612)2 is de nieuwe ldentitelt van Euler van toepas-
sing. Deze lcert ons dai ﬁxqg te schrijven 1s als som van ten hoog-
ste 12 vierde machten, Hetzelfde geldf voor Ux?2,0A3 quﬂ, zodat
fn de som is van ten hoogste 48 vierde machten en hot getal m zelfl
van ten hoogste 48+5=53 vierde machten,

In het bovenstaande is voor r genomen een der waarden O, 53,4
of 5, Zou men n zo bepalen, dat r ezn der waarden 0,1,2,81, ﬁh of
17 is {welke allen de som van ten hoogste 2 vierde machten zijn)

- dit kan slechts 21s m 2 76 1s -~ dan ziet men dat elk natuurlijk
getal m 276 de som is ven ten 45+2=50 vierde m2chten, Voor
le getallen m £75 verificert men dit evereens., Bij gevolg i3 elk
natuurlijk getal de som van ten hoogste 5O vierde machten.,

Uit het voorafgaande 1s zelfs lets te zeggen over het asantal
3% machten dat nodlg 1s om een willekeurig natuurlijk getal voor te
stellen, Hiertoe ﬁﬂﬂt men ult van de 1dentiteld

5050(a % +b he2ea®)t = 657120)% & 0T (a10)® ¢ T (2atbre)?
+ Gji(ﬁibici_)g,
waarblj met de sommen in het rechterlid gymmetrische functies van

a,h,c en d worden bezdoeld,

zangegeven en bij de dubbele tekens de sommen voor elk

waarvan één

karakteriserende term is
der neerge-
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schreven tekencombinsties mocten worden genomen,

Stel nu m=5040n+r, don i3 0 < r ¢ 5039, Bij nz2gaan blijkt r de

som van ten hoogste 273 achtsbe machten te zijn. (et "ergste" ge-

tal dig L263=18,27 J—”"'5."‘1“’). Het getal n is de som van ten hoogste
i
.

50 vierde maohfcu u . Elke d

™y /i ) ""a “ b ‘fr‘z
adraten u, PR S dus 5@40n is de som van 50 termen
py /] R J. l
5040 (u.,‘+u,g“+uisfxu i ), d;e

ezer 11 ie de som van vier

‘m
-
A
o
@]
=
n
b
o]
w2
(@
©

i1 10 loatste identiteit

e
de som zijn van ten hoouste mx4+60xﬂé+48+bxdzﬁ40 achtste machten

zijn., Bij pevoelg is m de som vanr ten hoogste 50xB40+273=42273 acht.
ste machten., In fcite ig op dit resultent heel wat afl te dingen;
in plaasts vor met 42273 achtate muenten kan men - zoals met verde

saande hulpmiddelen 1s bewezen - zelis toe met 279 achtste machten



§$ 6. Het vermoeden van Fermat.

Aan de Franse wislcundige Fermat wordt de bewering toegeschre-
ven, dat hij een bewijs zou hebben gevonden van de stelling, dat

de relatie xn+yn

=z onoplosbaar is voor natuurlijke x,y,z en n-2,
d,w.,z, dat voor natuurlijke x,y,z en n de relatie slechts voor
n=" en 2 oplosbaar is.

Voor n=1 is dit triviasl. Oplossingen voor n=2 vindt men als
volgt. Uit x2+y2=22 volgt allereerst, det als (x,y,z)=1 is, z on-

even 1s en één der getallen x en y even is. Zonder de algemeen-

P S | s & -, - Z“: X
heid te schnaden mogen wij aannemen 2]x. Dan heelt men ~§l T Ziy C

Stelt men deze breuken gelijk aan
dan vindt men

(met (a,b)=1 en kennelijk a < b)

o o

ax = bz - by, DbXx = az + ay ,
. (2°+0%)

~ b 7
Om te bereiken dat 2ab, bg-aa, ad+b2 een onvereenvoudigbaar drie-

dus x:y:z = 2ab : (b -2

tal vormen (d.w.z. ecn geheel drietal met GGD=1) is het nodig dat

2 2>

2 2
(2,6%-a%)=1 , (a,p%-a%)=1, (b,b"-a

dus allereerst (a,b)=1 en vercder 24/ b -2, d.w.,z, a en b moeten

ongelijke parltelt bezitten.

Voorbeeld, a2 b e y Z
172 B 3 5
2 3 12 5 13
1 U 8 15 17
34 o2y 7 25
2 5 20 21 29
4y 5 4o 9 41
1 6 12 35 37
5 6 60 11 61
2 7 28 45 53
L7 56 33 65
& 7 84 13 85

De getallen x,y en 2 zijn de lengten der zijden van zgn.,
Pythagoreische driehoeken, dat zijn rechthoekige driehoeken met
drie gehele zijden,
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Opmerking., Door aaneenvoeging van twee Pythagorelsche driehoeken
vindt men drichoeken met gehele zijden en oppervlakte (zgn. Hero-

nische driehoeken), Het procédé levert trouwens alle dergelijke
driehoeken op,

Wij bewijzen nu, dat voor n=U4 de relatle van Fermat onoplos-
baar 1is, DIit geschiedt door het nog iets verdergaande resultaat
te bewijzen, dat de relatie xn+y&=22
posiltieve x,y en z,

onoplosbaar is met gehele

Stel nl, dat er wel een dergelijk drietal grootheden te vin-
den was, Kennelijgk moet dan, als wij weer (X,y,z)=1 onderstellen,
cen der grootheden x en y even zijn; laat dit weer x zijn. Op
grond van het voorafgeande moeten er gehele a en b zljn met a < b,
(a,b)=1 en

2 2.2 ¢ ‘

xP=2ab, yo=boea®, z=b +a?,

wa=2rblj a en b ongelijke itelt bezitten
2,.2 .2

et
+
o
i
o
w
Q,
)
o
o
<
¢
o
)]
3
=2
Q
o]
o
<
(L
>
o
<
wn
@
=3
o’
D
)]
ct
=44
o
=
$
i

c «d, {c,d)=1 en a=fcd, y=Ad“-c”, b=d“+c“.
»;)
Anderzijds leert x“=2zb met (a,b)=1 en 2]la dat er gehele e en
2 E 2_ 2 .
zijn met 2=2¢%, b=f", Jus [“=c+d°, Uit 2e“=a=2cd en (c,d)=1 volgt
o . o 2 2 ,
c=g, d=n“, dus £=g +h . Verder is [ ¢7%=b $b“ <z, zodat een op-

lossing (x,y,z) tevens een oplossing (g,h,f) zou opleveren met

ez, Vaszr dit tot een contradictie voert, is er geen oplossing
Loy oo

-

van het gewenste type van z o+y =27 en de relatle van Fermat 1s
dus onoplosbaar voor n=4,

Om de onoploshaarield der relatie van Fermat voor willekeu-
rige c¢xponent n 22an te tonen, is het nu voldoende dit te doen
vaor ondeelbare n, Immers is n >2 en bevat n een oneven priemdeler
v, dan zou cen oplossing der relatie voor n tevens een voor de
priemexponent p opleveren, Is n >2 en bevat n slechts de priemu
deler 2, dus n=2" met r 22 dan voert een oplossing der relatie
voor 1 tot cen met de exponent 4, maar dit is, zoals wilj reeds

zagen, ultgesloten,

Wi, beschouwen dus nu verder de relatie xp+ypzzp met cneven

priemexponent p en (X,y,z)=1, 5,0
Een gemeenschappelljke priemfactor q van x+y en x+§ = V(x,y)
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voldoet aan y= -x (mod q), dus =2an

Owﬂ_xp~2

0= x* y+...+j apxl (mod aq) .

‘Was qlx, dan qly, want qlx+y. Dit is in strijd met (x,y,z)=1.
De enige mogelijkheid is dus g=p. Dan is dus plz. Analoge beschou-
wingen gelden voor zp—yp en zp-xp.

Wij onderscheiden nu twee gevallen.,

I. pfxyz.
II. p is deelbaar op precies é€én der grootheden =,y en z,

In geval I heeft men zP=(x+y)V(x,y) en (x+y,V(x,y))=1. Er
bestaan dus gehecle ¢ en C met (c,C)=1, x+y=cp, V(x,y)= =P, en z=cC.

Evenzo vindt mern het bestasan van gehele a,A,b en B met
X=aA , Z-y=al, (a,AY="1;
y=bB , z-x=b", (b,B)=1.
Zij nu r een » 1@ﬂﬂt10f vlr C, dus van 2, Dan heeft men apg -y {mod r)
b= -x(mod r), dus aP< +bs“’ = -xP-yP=z = d(mod r). Verder geldt
(

[SEEN _ _ . - 14 L e
a*+oyzaz-x—yas~x~y=—c~géo (mod r), want (c,C)=1. Uit de relaties

aP ¥ =0 (mod v), aP+pP£0 (mod r)

volgt nu, dat r=1 (mod p°). Immers v/} b (anders r | x en (x,y,z)#£1),
dus b”q(mod r) bestaat cn voor d= “kvq(mod r) heeft men

a¥ = (mOd r’a)’ dpr:W (m@d l”).

3

7ij e de exponent van ¢ mod r., Kennelijk is elr-1. Wegens elp”,

5] pl
e /p geldt e=p~, dus p lr-1 en r=1 (med p°).

'\Jr

Verder volgt nu uilt dit resultaat, dat voor iledere prilemdeler
) s 2 9]
r van C ttl”t, dat C =1 (mod p“), dus z=cl =c (mod p°) en zP=cP=

o : 3 o 3
=x+y {(mod p ). Evenzo x'=z-y (mod p”) en y = z-x (mod p°), dus
D b
O=zP-xP-yP= 2x+2y-22 (mod p”) en z=x+y (mod p- ). Tenslotte vindt
men dan " P -
2Pz (mod p-), dus zP ﬁaﬂnwd p”) en evenzo

xp"":—:ﬂ (mod v, y° T =1 (mod p?) .

Het geval p=3 is hilermede 1lets nader te behandelen. Onderstel

2 2 2
3 Yxyz. Dan heeft men dus x"= vy " =2=1

tallen x,y en z kan slcehts +1 (mod 27) zign. Nu heeft men echter

(mod 27). Dus elk der ge-
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2
z?=x"+y° = x+y (mod 27), zodat de onderstelling 3 ) xyz tot een
contradictie voert,

In geval IT is p deelbaar op preciles e¢en der grootheden X,y

en z. Wij onderstellen plx (het geval ply gaat geheel analoog en
plz bijne analoov). Leat het getal x=2A precies s factoren p be-
vatten en het getal z-y precles © stuks. Ult z=y+ptu (met p)’u)
oA !_» - t /; I\ /i C—t"“/} 1:) p . p LI N
volgt dan =y ipt Ty (med p ), dus xF=zF-y¥ bevat pre-
cileg t+1 factoren p en tL+1=s8p, t=sp=-1, Z-y= pqp qu, waarbhij even-

als vroeger wordt gevonden dat u de gedaante a¥ pezit,

De vorm V(z~y) bevat dan precies 1 factor p en bezit de ge-
daante pAp. De verdere resultaten van het onderzoek bij I leren
dat men heeft:

X = oAp°, z«y:pps'qbp, (a,A)=1
v = bB, 7-%x=b", (b,B)=
z = ¢, x+y=cP, (c,C)="1.

Voor iedere priemdeler r van A heeft men, evenals hiecrboven r}x,

dus

pP ps-T, U%O mod r);

BP -cP w_zp yP_xP = 0 (mod r),

f‘ 5 i
|

i

<

1]

]
dus r=1(p~). Bijgevolg geldt A =1
Verder heeft men nog z=y (mod p 8

APy (z,-y)=P . 1y P TepzP T (mod pP27T), aus
2Pz P (mod pps"g).

Als nu ps-223 (wat zeker optreedt biy pxs), geldt 22" 2 1P =g
(mod pE), en evenzo yoo T2 (mod DB).

Diverse verdergaande hulpmiddeclen leren ons voorts dat wvoor
iedere priemdeler r van X,y en z geldt 2Pl 2 g (mod p ). Waar ken-
nelijk r=2 mag worden genomen, geldt dus 2p;1§’1(nmd pt)y  (1®
stelling van Furtwéngler). Fen tweede stelling ven Furtwingler
leert o.2. ook nog dat moet gelden Bpnqa’ﬂ(mod pty.

Ferstgenoende congruentie is door Beyer onderzocht. Als
kleinste oplossingen vond hij p=1093, p=3511. Geen dezer getallen
voldoet aan de tweede (die overigens wel vervuld wordt door p=11).

Met nog weer andere hulpmiddelen beweren H,D., en Emma Lehmer,
dat in geval I geldt p2 253747889; in geval IT heeft men gevonden
pz619,



